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Sammanfattning

I denna uppsats beskrivs, for en ickematematiker, fargning av grafer samt
kromatiska formler for grafer. Det hela gors genom att vi loser ett litet
problem, formulerat i vardagliga termer, och gar igenom en del matem-
atik som behovs for 16sningen. Meningen &r att det skall ricka med gym-
nasiekunskaper i matematik for att kunna ta till sig texten. Syftet dr att
for en ickematematiker beskriva hur matematik kan anvindas i vardagliga
sammanhang.
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1 Inledning

Denna uppsats dr en del av examinationen i kursen 5B1204 Diskret matem-
atik for D2, varen 2000, vid Kungliga Tekniska Hogskolan. Jag kommer har att
presentera ett konkret problem, modellera problemet med matematik och 16sa
problemet.

Min avsikt dr att det skall ricka med gymnasiets matematikkunskaper for att
kunna f6lja resonemangen, s problemet kommer att beskrivas i vardagliga
ordalag och matematiken kommer att hallas pa en férhoppningsvis lagom niva.
Den frédmsta malgruppen &r folk som gatt ut gymnasiet for inte alltfor lange
sedan. Givetvis kan alla ta del av innehallet, men det #r for min tinkta mal-
grupp som det studerade problemet &r mest relevant.

Syftet med uppsatsen dr att for en ickematematiker visa hur matematik kan
anvindas i vardagliga sammanhang, och i slutet av uppsatsen foljer en slutsats
dér samspelet mellan det studerade problemet och matematiken fértydligas.

2 Problem

Det problem jag ténkte kasta mig over kan man kalla ett "flyttproblem”. Vi
tdnker oss situationen att Lisa skall flytta hemifran, och ta med sig alla sina
saker. Hon far nagra flyttlador for detta &ndamal, men det uppstar ett problem,
namligen att vissa saker inte bor ligga i samma lada, for da finns risken att
de kan skada varandra. Lisas CD-skivor bor till exempel inte ligga tillsammans
med hennes dator, eftersom CD-skivorna och deras fodral da kan raka krossas
av datorn. Lisa vill dven ta med sa fa lador som mdjligt, sa att det inte blir s&
otympligt. Fragan dr, vad dr det minsta antal lador som behovs?

Nér Lisa har 16st problemet och packat sina lador gar hon ivig for att dta. Da
passar Lisas yngre bror Pelle pa att busa och packa upp alla lador igen. Lisa
har brattom och packar snabbt alla lador igen, men nér hon gjort det mirker
hon att packningen blev annorlunda &n forra gangen, eftersom hon mest rafsade
ihop alltihop denna gang. Uppfylld av nyfikenhet och lust till problemlosning
fragar Lisa sig pa hur manga sétt det egentligen gar att packa ner sakerna, om
man har ett visst antal lador till forfogande.

Vi kan redan nu avsloja att 16sningen kommer bero pa vilka och hur manga
saker Lisa packar ner. Det mest avgorande kommer dock att vara hur sakerna
forhaller sig till varandra, alltsa vilka som kan ha sonder vilka.

3 Matematik

Den matematik som jag hade ténkt att vi skulle anvénda for att 16sa problemet
kallas grafteori. En graf &r i detta sammanhang en figur, som kan ritas upp pa
ett papper, och som bestar av noder forbundna med kanter. Noderna brukar
ritas som cirklar och kanterna som streck mellan cirklarna, vilket visas i figur
1 och 2. Ibland tillater man att det gar flera kanter mellan tva noder, och att
en kant kan ga fran en nod tillbaka till samma nod, men vi kommer inte att ha
nagra sadana grafer hér.



For den som undrar 6ver terminologin kan ségas att ordet "kant” kommer av att
vissa tredimensionella figurer, till exempel kuber, kan "plattas ut” till en graf pa
ett papper. Kubens horn blir da noder och kubens kanter blir, just det, kanter
i grafen.

Figur 1: Exempel pa en graf

Figur 2: En annan graf

3.1 Fargliggning

Man kan siga atskilligt om dessa grafer, men hér skall vi enbart ta upp det
som behovs for att 16sa vart problem. En generell fraga inom grafteori ar fragan
om nodfdrgning: Man vill ge varje nod en viss fiarg, och de noder som &r sam-
mankopplade med en kant far inte ha samma firg. Detta &r intressant eftersom
manga konkreta problem kan aterféras pa detta problem med nodfirgning, sa
dven vart problem med flyttlador, vilket vi skall se i avsnitt 4.

Det &r klart att man kan farga alla noderna med varsin farg, da far ju ingen nod
samma farg som nagon nod den dr sammankopplad med, men den 16sningen
dr inte sa intressant. Fragan dr hur manga farger som minst behdvs for att
farglidgga noderna. Detta antal farger kallas for det kromatiska talet f6r en graf.
Om vi kallar grafen vi arbetar med f6r G, brukar det kromatiska talet betecknas
X(G), och detta tal dr forstas olika for olika grafer.

Det ar ganska latt att inse att det bara ar grafer utan nagra kanter alls som
klarar sig med en enda firg. Ar grafen liten kan man sen prova att firgligga
den med olika antal firger och pa det séittet se hur manga férger som behdvs,
men det ar i allminhet svart att bli helt siker pa att man hittat det minsta
antalet farger. Lyckas man gora en fargliggning med ett visst antal farger vet
man att det atminstone inte behdvs fler &n detta antal, men det kan finnas
farglaggningar med farre fiarger, fast man inte lyckats hitta dem &n. Om man
tror att ett visst antal firger dr det minsta som behévs, maste man alltsa fora
ett resonemang om wvarfér det inte gar att fargligga grafen med farre farger.
Det ricker inte att bara prova med farre farger och se att det inte gar.



3.2 Kromatiska formeln

En annan fragestdllning runt nodfargning ar pd hur mdnga sdtt det gar att
farglidgga en viss graf, om man har ett visst antal farger till foérfogande. Tittar
vi exempelvis pa grafen i figur 2 och ténker oss att vi har 3 farger, sa kan vi
sdtta farg 1 i Ovre vénstra noden, firg 2 i nedre vinstra och firg 3 i den hogra
noden, vilket ger ett sétt att firga grafen. Det gar dock dven att sitta firg 1
i den hogra noden och farg 3 i den Gvre vénstra, medan firg 2 far vara kvar i
nedre vanstra noden, och detta &r ett annat sitt att farga grafen.

Om man har firre antal firger dn det kromatiska talet, gar det inte att gora
nagon fargliggning alls som uppfyller villkoret att sammankopplade noder skall
ha olika firger, eftersom det kromatiska talet var det minsta antal firger man
behovde for att kunna firgligga grafen pa detta sitt. Da finns det alltsa 0
sitt att fargligga grafen, men har man tillgang till fler firger blir det mer
komplicerat. Om vi som exempel forsoker farga grafen i figur 2 med 5 firger, sa
kan vi forst farga den Ovre vinstra noden med nagon av de 5 fargerna, vilket
ger b sétt att farga noden. Noden nedanfor kan sedan firgas med nagon av de 4
fargerna som &ar kvar, eftersom den inte far ha samma firg som den 6vre vinstra,
de &r ju sammanbundna, s& mittennoden kan fargas pa 4 sitt. Darefter kan den
hogra noden firgas pa 3 sétt, eftersom den inte far firgas med samma firg som
nagon av de tva andra noderna, den ir ju sammanbunden med bada. Totalt kan
grafen da fargas pa 5-4 -3 = 60 olika sétt, om vi har 5 farger till forfogande,
eftersom man multiplicerar antalen for varje nod. Det blir som synes réatt mycket
rikne- och tankearbete bara for denna enkla graf, sa ar det verkligen mdojligt
att ta reda pa antalet sétt att firga en mycket mer komplicerad graf?

Svaret ar ja, for som tur dr gar det att stélla upp en matematisk formel for
varje graf, som anger pa hur manga sitt det gar att firgligga grafen med ett
visst antal farger. Denna formel kallas for grafens kromatiska formel, och &r inte
alltid helt enkel att ta fram, men det finns vissa hjilpmedel. Kallar vi aterigen
grafen vi arbetar med for G, brukar den kromatiska formeln betecknas P(G, k)
dir k anger antalet tillgéngliga férger. Om vi sdtter in ett viirde pa k i formeln
far vi alltsa ut pa hur manga sitt grafen G kan firgas med k stycken farger.

Vi skall snart ta fram ett bra hjalpmedel for att ta fram den kromatiska formeln,
men forst kan vi tilligga att vart resonemang ovan med grafen i figur 2 kan foras
generellt for vilket antal farger som helst, s om vi kallar grafen for G far vi:

P(G, k) = k(k — 1)(k — 2)

Satter vi in 5 som k sa far vi 60, precis som ovan.

3.2.1 Hitta kromatiska formeln

Vi fortsdtter att kalla grafen vi arbetar med fér G, och tar sedan bort en kant,
vilken som helst, fran G. Kanten vi tar bort kallar vi e och den graf som aterstar
kallar vi G,. Den resterande grafen G, ar alltsa likadan som G, féorutom att den
saknar en av kanterna. De noder som den borttagna kanten e gick mellan kallar
vi a och b, och om vi ”"fér samman” dessa noder till en sa far vi en ny graf, som vi
kallar G%. Detta kan nog vara svart att se framfor sig, sa vi tar ett exempel med



var graf fran figur 2. I figur 3, 4 respektive 5 visas de tre stegen som beskrivits
ovan.
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Figur 3: Grafen G

Figur 4: Grafen G,
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Figur 5: Grafen G/,

Man kan fraga sig vad denna borttagning av kanter skall vara bra for, men det
fina visar sig i foljande dekompositionsprincip for kromatiska formler, som med
symboler skrivs:

P(G,k) = P(Ge, k) — P(G., k)

Det gar alltsa att fa fram antalet sétt att farga grafen G med k farger genom
att rakna ut pa hur manga sitt vi kan farga grafen G, (en borttagen kant) med
k farger, och fran detta antal subtrahera antalet sitt att firga grafen G’ (en
borttagen kant och sammanforda noder) med k firger. Ar antalet sitt att firga
G. och G/, svara att berdkna for hand kan man, genom att ta bort en kant och
fora samman tva noder, dela upp dessa tva grafer var for sig, s att man far 4
andra grafer med #nnu firre kanter. Ar fiven dessa svara att rikna pa kan man
dela upp dem i 8 andra grafer, och sa kan man halla pa tills man far s sma
grafer att man for hand kan rékna ut antalet sitt att gora en firgning. Sedan
anvinder vi dekompositionsprincipen for att fora samman det vi rdknat ut for
alla mindre grafer.

Om vi vill ta fram den kromatiska formeln fér grafen G i figur 3 récker det
alltsd med att ta fram de kromatiska formlerna for graferna G. och G., i figur 4
respektive figur 5. Detta ir littare, och vi riknar ut att P(Ge, k) = k(k —1)2,



eftersom mittennoden har k firger att vilja mellan, medan de andra noderna
da bara far k — 1 farger att vilja mellan, eftersom de &r sammanbundna med
mittennoden. P4 liknande sétt riknar vi ut att P(GL, k) = k(k —1).

Nu kan vi rdkna ut den kromatiska formeln for var ursprungliga graf G, genom
att fora samman de kromatiska formlerna fér G, och G, enligt dekomposition-
sprincipen. Formeln blir

P(G,k) = P(Ge, k) — P(GL) = k(k —1)% — k(k — 1) = k(k — 1)(k — 2)

Strax innan avsnitt 3.2.1 bestdmde vi den kromatiska formeln for grafen G di-
rekt, utan att anvinda dekompositionsprincipen, och vi fick da samma resultat,
sd principen verkar stimma. For att visa att den fungerar mer generellt kan
man resonera enligt foljande: Antalet sétt att firga G. maste vara summan av
antalet sitt dar a och b far olika firger och antalet sitt dar a och b far samma
farg. Aterstiller vi kanten e mellan a och b far vi endast det forsta av dessa bada
varden, vilket &dr lika med antalet sétt att farga G, eftersom det bara ar nér a
och b har olika firg som vi da far en korrekt firgning. For vi istéillet samman a
och b far vi endast det andra av de bada vérdena, d.v.s. lika med antalet sétt
att firga G., eftersom a och b & samma nod och maste ha samma firg. Men
det vi just har sagt dr att antalet sétt att firga G. dr antalet sétt att farga G
plus antalet sétt att farga G, vilket &r precis var dekompositionsprincip.

Att man kan gora enligt ovanstaende maste nog anses ritt fascinerande, och det
ar sddant som goér matematik intressant.

4 Problemets 16sning

Nu ar vi da dntligen i stand att angripa vara sma problem fran avsnitt 2. Lisaren
har kanske redan anat hur problemet med att hitta det minsta antalet flyttlador
kan modelleras matematiskt, efter att ha tagit sig igenom genomgangen i forra
avsnittet.

4.1 Modellering

Det man gor dr att bilda en graf dar noderna &r de olika saker som Lisa har.
For att sedan markera vilka saker som inte far ligga i samma lada sidtter man en
kant mellan de motsvarande noderna. Om man nu fargar grafen kan man lata
den firg en viss nod far motsvara den lada som tillhérande sak skall hamna i.
Saker som inte far ligga i samma lada kommer inte att gora det heller, eftersom
tillhorande noder har en kant emellan sig, och darmed far olika férger. Det
minsta antalet farger vi kan firga grafen med kommer precis att motsvara det
minsta antalet lador vi behover.

For det andra problemet, antalet olika séitt Lisa kan packa sina lador, tar man
fram grafens kromatiska formel och anvénder den pa det sdtt som beskrivits i
forra avsnittet. Att farga grafen pa ett visst sdtt motsvarar namligen ett sétt
att lagga sakerna i olika lador, eftersom varje farg motsvarar en lada.



4.2 Losning

Vi illustrerar det hela genom att bestdimma vad Lisa har for saker och ser vad
vi far for resultat. Lisa skall ta med sig sin dator, sina CD-skivor, en vas, sina
klader, och fargburkar for att kunna mala om viggarna dér hon ska bo. Datorn
bor inte ligga tillsammans med vare sig CD-skivor, vas eller fargburkar, for
férgen kan skada den, och den kan krossa skivorna och vasen. Kldderna och CD-
skivorna bdr inte heller hamna i samma lada som fargburkarna, for Lisa tror att
dven dessa kan skadas av fargen. Kallar vi datorn for a, vasen b, CD-skivorna
for ¢, fargen for d och kldderna for e, sa kan vi rita grafen vi far som i figur 6.
De saker som inte skall ligga i samma lada har en kant mellan sig, precis som vi
beskrivit, och vi kallar denna graf for L, samt en av kanterna for m.
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Figur 6: Grafen L med Lisas saker

Grafen innehaller samma sorts “triangel” som grafen i figur 2, och den triangeln
behovde 3 farger, sa vi drar slutsatsen att 2 farger ar for lite, men att 3 farger &r
tillrdckligt for att farga grafen L. Noderna a och e kan fa en firg, nod b och c en
annan och nod d en tredje, utan att nagra sammankopplade noder far samma
féarg. Lisa behover alltsd minst 3 lador for att kunna packa ned sina saker utan
att riskera nagot.

Forsoker vi bestdmma den kromatiska formeln med k firger till grafen L borjar
vi med att ta bort en kant och féra samman dess noder, forslagsvis kanten m,
och far da graferna L,, och L/ , som visas i figur 7 och 8.
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Figur 7: Grafen L,,

Vi bestdmmer nu de kromatiska formlerna till graferna L,, och L], vilket &r

en liattare uppgift dn att ge sig pa L direkt. L,, kan ”dras ut” till en rak graf,
med b och e i dndarna. Har vi sedan k farger till férfogande kan vi farga b pa k
stycken sitt, a pa k — 1 stycken sitt, eftersom fargen i b &r upptagen, och alla
ovriga noder pa k — 1 sétt, eftersom det hela tiden finns en angrinsande nod
vars firg dr upptagen. Den kromatiska formeln f6r L,, blir alltsa:

P(Lp, k) =k(k—1)(k—-1)(k—-1)(k—1) =k(k—1)*
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Figur 8: Grafen L],

Tittar vi pa L/, ser vi att noden ad kan firgas pa k stycken sitt, medan de
ovriga kan fargas pa k — 1 sitt, eftersom de alla d&r sammankopplade med ad
och darmed inte kan firgas med samma firg som den noden. Den kromatiska
formeln blir nu P(L,,,k) = k(k — 1)(k — 1)(k — 1) = k(k — 1)3. Enligt var
dekompositionsprincip blir den kromatiska formeln f6r grafen L foljande:

P(L,k) = P(Ly, k) — P(L k) = k(k — 1)* —k(k —1)3 = k(k - 2)(k — 1)3

Forenklingen av formeln fick vi genom att bryta ut faktorn k(k — 1)3. Vi kan
nu fa fram det antal sdtt pa vilket Lisa kan packa sina saker i 3 stycken lador
genom att sitta k till 3. P(L,3) = 3-1-23 = 24, sa Lisa kan packa sina saker
i 3 lador pa 24 olika sdtt. Om Lisa rakar ha 4 lador till férfogande och inte
bryr sig om att en av dem &r onddig, utan vill veta pd hur manga olika sétt
hon packa ner sakerna i 4 stycken lador, sa far vi det genom att sétta k till 4.
P(L,4) = 4-2-3% = 216, si med 4 lador har Lisa hela 216 stycken siitt att packa
ned sina saker.

5 Slutsats

Jag har nu beskrivit och 16st ett litet problem med hjélp av matematik. For att
gora detta har jag gatt igenom en del matematik ur omradet grafteori, och sedan
anvant denna matematik for att modellera problemet matematiskt och 16sa det.
Problemet handlade om att packa flyttlador med olika saker, av vilka en del
inte fick vara i samma lada, eftersom de skulle kunna ha sénder varandra. Vi
ville hitta det minsta antalet lador som behévdes, samt pa hur manga sétt dessa
lador kunde packas. Detta visade sig kunna modelleras med en graf. Dérefter
kunde man inse att 16sningen pa problemet var att hitta det minimala antalet
farger for att firga noderna i grafen, samt att hitta den kromatiska formeln och
med hjélp av den rikna ut pa hur manga sitt vi kunde fiarga noderna.

Syftet var att visa hur matematik kan anvindas i vardagliga sammanhang, och
jag maste understryka att matematiken hir var ett viktigt hjilpmedel. Hade
vi inte kint till grafteori utan forsokt 16sa problemet direkt hade det blivit
mycket svarare, men nir vi gatt igenom matematiken var det ratt latt att se hur
problemet skulle angripas och 16sas. Man kan forstas tdnka sig att man kunnat
hitta minsta antalet lador utan storre behov av matematik, eftersom exemplet
var sa pass litet, men jag tror att man fatt storre problem med att hitta antalet
sitt att packa ladorna. D& kan man séga att detta problem egentligen inte &r
sa intressant, och det &r sant att det kanske inte finns nagot reellt behov av att



veta pa hur manga sitt man kan packa nagra lador, men om man nu vill veta
detta sa finns det alltsd metoder for det.

Trots allt bor man kunna dra slutsatsen att matematik &r anvindbart &ven i
vardagliga sammanhang, och att det aldrig skadar att kiinna till lite matematik,
eftersom det kan ge mojligheter att angripa problem som man annars inte skulle
kunnat 16sa. Givetvis finns det andra problem &n packning dér fargliggning av
grafer kan komma till anvindning. Dessa blir dock mer komplicerade och skulle
ta for stor plats for att kunna tas upp hér.

Referenser

[Beineke] BEINEKE, L. W. & WiLsoN R. J. 1978. Selected Topics in Graph
Theory. Academic Press.

[Grimaldi] GRIMALDI, R. P. 1994. Discrete and combinatorial mathematics : an
applied introduction, 3rd edition. Addison-Wesley Publishing Com-
pany, Inc.

[FCP] Saary, T. L. & KAINEN, P. C. 1986. The Four-Color Problem,
Assaults and Conquest. Dover Publications, Inc., New Work.

[Wilson] WiLsoN R. J. 1985. Introduction to Graph Theory.



