TYCHONOFFS SATS

HENRIK BAARNHIELM, 790913-0473

SAMMANFATTNING. Denna uppsats handlar om Tychonoffs sats, som sédger att
produkten av godtyckligt manga kompakta topologiska rum ocksa ar kompakt.
Forst berdttas om upphovsmannen och en del historik kring satsen beskrivs,
déarefter redogors for nagra tillimpningar av satsen, friamst inom funktion-
analys. Slutligen bevisas satsen utifran endast grundliggande méngdlira och
allmin topologi. I beviset behtvs Zorns lemma, sa ett bevis av detta vilkédnda
resultat ingar.
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1. INLEDNING

Amnet for denna uppsats dr Tychonoffs sats, ett abstrakt matematiskt teorem.
Lésaren forutsétts ha matematisk mognad samt kunskaper i méngdlira, topologi
och funktionalanalys for att kunna f6lja resonemangen. De grundliggande defini-
tionerna i topologi och funktionalanalys som behovs kan aterfinnas i [Bre93] re-
spektive [Kre78].

Har kommer forst att redogoras en del for historien kring Tychonoffs sats, nér
upphovsmannen levde, och i vilket sammanhang satsen kom till. Dérefter kommer
en del matematiska tillampningar att beskrivas, och kopplingen till Tychonoffs sats
tydliggoras. Slutligen kommer Tychonoffs sats att bevisas, vilket kommer inkludera
ett bevis av Zorns lemma samt nagra resultat fran teorin om filter, som brukar
vara det som anvénds for att bevisa Tychonoffs sats. Till att borja med formuleras
satsen.

Sats 1 (Tychonoff). Ldt {X,}acr vara en familj av topologiska rum. Da gdller att
produktrummet [],.; Xo med produkttopologin dr kompakt om och endast om X,
ar kompakt for varje o € I.

Notera att I ej behover vara édndlig. Detta &r en av anledningarna till att satsen
anses nagot méirkvirdig, da kompakthet &r ett begrepp som inforts for att fa en
viss grad av ”#ndlighet” till de topologiska rummen. Man kanske da inte forvéntar
sig att kompaktheten skall bevaras ndr man tar produkten av odndligt manga rum.

En annan anledning till att Tychonoffs sats dr kidnd &r att man behéver Zorns
lemma (eller valbarhetsaxiomet) i beviset, och satsen &r till och med ekvivalent
med valbarhetsaxiomet. Eftersom valbarhetsaxiomet dr (eller atminstone har varit)
nagot omstritt sa har &ven Tychonoffs sats blivit omstridd.

2. HISTORIK

Tychonoffs sats dr forstas namngiven efter sin upphovsman, Andrey Nikolayevich
Tychonoff, 1906-1993, (alternativt Andrei Nikolaevich Tikhonov). Han var en rysk
matematiker med intressen och begavning inom manga omraden av matematik,
matematisk fysik och datalogi, och arbetet inom topologi utférde han tidigt i sitt
liv. Ar 1922 borjade han studera vid Moskvas universitet, institutionen for matem-
atik och fysik, och redan 1925 publicerade han sin forsta artikel, alltsé medan
han fortfarande gick grundutbildningen. Innan han bérjade sin forskarutbildning
ar 1927 var han redan en respekterad matematiker, och det omrade han arbetade
med i borjan var just det som numera kallas allmdan topologs.

Flera resultat och begrepp inom det omradet bar Tychonoffs namn, sasom Ty-
chonoffrum och Tychonoffs fixpunktssats, och den artikel dar sats 1 forsta gangen
fanns med publicerades 1930, se [Tyc30]. Andra omraden han senare kom att arbeta
inom var funktionalanalys och partiella differentialekvationer pa 30- och 40-talet,
samt teoretisk datalogi pa 60-talet.

2.1. Kompakthet. Bakgrunden till Tychonoffs sats &r intimt férknippad med be-
greppet kompakthet, och forstas med den moderna topologins historia i allménhet.
Ordet "kompakt” forekommer forsta gangen i en artikel fran 1906 av Maurice
Fréchet (1878-1973) inom funktionalanalys, dir han dock inte anvinder den nu
anvanda definitionen, att varje 6ppen téckning har en dndlig deltdckning, utan den
karaktérisering som visas i sats 7.4 i [Bre93]. Motiveringen till begreppet kom frén
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att han ville generalisera idéerna kring Heine-Borels sats, resultatet som idag for-
muleras som att S C R &r kompakt om och endast om S &r sluten och begréinsad
(korollarium 8.7 i [Bre93]). Detta resultat dr centralt fér att visa nér en reell kon-
tinuerlig funktion antar maximum och minimum pa ett intervall [a,b] C R, dér
a,b € R (som bekant intréiffar detta om intervallet dr slutet, alltsa kompakt, se sats
7.10 i [Bre93)), och Fréchet ville generalisera detta till funktionaler.

Kompakthet hos ett rum har som bekant sedan blivit ett mycket viktigt begrepp,
eftersom det dr sa kraftfullt och medfér som manga trevliga egenskaper, men énda
uppfylls av en rétt stor klass av rum. Tychonoffs sats dr exempelvis ett bevis for det
senare, da den visar att kompakthet bevaras i produkttopologin dven for oéndliga
produkter. Ett liknande begrepp sekventiell kompakthet, alltsa att varje foljd av
punkter har en konvergent delf6ljd, bevaras inte i oédndliga produkter, men kom-
pakthet medfor sekventiell kompakthet f6r de flesta intressanta rum, se [Vir03].
Detta motiverar till att som grundlaggande definition vilja kompakthet snarare dn
sekventiell kompakthet.

2.2. Allmén topologi. Den allménna topologin i sin nuvarande form grundlades
i borjan av 1900-talet, som en generalisering av Cantors studier av de reella talen i
slutet av 1800-talet. Forutom Fréchet var en av huvudpersonerna Felix Hausdorff
(1868-1942), som var den som infoérde definitionen av topologiskt rum som anvinds
idag.

For att infora generella topologiska rum kan man utga fran avstand (metrik),
omgivning eller grinsvdrde (alltsa foljder av punkter). I det forsta fallet far man
naturligt det som idag kallas metriska rum, och att utga fran féljder och grinsvirden
leder l4tt till att man infor sekventiell kompakthet. Dessa mojligheter hade Fréchet
studerat, och Hausdorff valde att istéllet ta fasta pa omgivningar och 6ppna méngder,
och inféra de mer generella rum som idag kallas just topolgiska rum. Denna defini-
tion leder ocksa naturligt till kompakthet snarare &n sekventiell kompakthet, och
som noterats ovan visar Tychonoffs sats att detta ett mer fordelaktigt.

Tychonoffs sats har alltsa hjélpt till att motivera till vagvalen vid utvecklingen
av topologin.

Fi1GUR 1. Andrey Nikolayevich Tychonoff



4 HENRIK BAARNHIELM, 790913-0473

2.3. Valbarhetsaxiomet. I inledningen noterades att Tychonoffs sats &r ett av
de pastaenden som &r ekvivalenta med valbarhetsaxiomet (Axiom of Choice).

Axiom 1 (Valbarhet). Lat {S;}ier vara en familj av icketomma mdngder. Da finns

en funktion f: I — J,c; Si sadan att f(i) € S; for varjei € I.

Detta axiom i méingdliran har som bekant varit nagot omstritt. Eftersom I
ej behover vara dndlig har man ansett att axiomet har varit alltfor kraftigt for
att kunna vara acceptabelt, da det i ndgon mening siger att man kan ”vilja” ett
element fran varje méingd i familjen, och att i ett svep gora odndligt manga ”val”
(godtycklig odndlighetsordning dessutom) kanske inte alla tycker ér en tillréickligt
grundléggande operation for att ha det som axiom. Vissa ointuitiva resultat har
ocksa kunnat bevisas med dess hjilp, som Banach-Tarskis paradoz, se [Fre97] for
en utredning. Dock finns nog idag ingen storre motvilja mot valbarhetsaxiomet,
och en anledning ar sikerligen att trevliga resultat som Tychonoffs sats behover
axiomet.

3. TILLAMPNINGAR

Tychonoffs sats anvénds pa flera hall i andra grenar av matematik, men framst in-
om funktionanalys. Nagra tillampningar kommer nu att beskrivas, men fullstandiga
bevis kommer inte ges, eftersom det inte finns plats for detta i den hir uppsatsen.
Motivationen till de olika tillaimpningarna beskrivs inte heller, utan endast skissar-
tade argumentationer aterfinns hér.

3.1. Enhetsbollen i ett Hilbertrum #r svagt kompakt. Som bekant géller
att om X &r ett normerat vektorrum 6ver en skaldrkropp K kan man definiera
dualrummet Y till X som rummet av linjara funktionaler pa X. En linjar funktional
ar en linjar funktion I : X — K, och genom att definiera normen av en funktional
som [|I]| = supy,<1|f(z)| blir Y ocksa ett normerat vektorrum. Ett viilkéint resultat
i funktionalanalys séiger att dualrummet alltid dr komplett (alla Cauchy-foljder
konvergerar), sa att dualen alltsa dr ett Banachrum, &ven om X inte &r det.

Ett annat kéint resultat i funktionalanalys séiger att om X’ #r dual till X och
X" &r dual till X’ sa finns en kanonisk avbildning X — X”. Givet z € X, definiera
yr € X" sdatt y.(f) = f(x) for varje f € X'. Pa grund av detta brukar man skriva
X C X", och vidare siger man att X #r reflerivt om X = X",

Eftersom vi har en norm pa X sa dr detta ett metriskt rum, men férutom topolo-
gin som da uppstar kan man definiera den svaga topologin som den minsta topologin
sa att varje f € X’ dr kontinuerlig. Det visar sig att enhetsbollen i X dr kompakt i
denna topologi om X #r reflexivt (om X exempelvis ér ett Hilbertrum dr X alltid
reflexivt).

For att visa detta betraktar man en annan topologi, ndmligen den minsta topolo-
gin pa X’ sa att y, € X” &r kontinuerlig for varje x € X. Topologin kallas svag*-
topologin, och enhetsbollen I i X’ kan nu visas vara kompakt i denna topologi,
enligt f6ljande: Lat D vara enhetsbollen i K och 1&t D, = {z - ||z|| | z € D}. Da
géller att D, &r kompakt, och Tychonoff ger att Y = [], .y D, ocksa &r kom-
pakt, sa att varje slutet delrum till Y ocksa ar kompakt. Man kan nu visa att I ar
homeomorft med nagot slutet delrum till Y.

Om nu X ér reflexivt sa ér den ovan ndmnda topologin pa X’ densamma som den
svaga topologin pa X', sa att enhetsbollen i X’ dr kompakt i den svaga topologin.
Men samma argumentation kan anviindas pa X" eftersom detta dr dualrummet
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till X', och vidare hade vi att X = X" da X &r reflexivt, sa enhetsbollen i X &r
kompakt i den svaga topologin pa X.

3.2. Kommutativa Banach-algebror. En kommutativ Banach-algebra &r ett
komplext Banach-rum B med en vektormultiplikation - som gor att B blir en kom-
mutativ C-algebra med etta, och som dessutom uppfyller ||a - b|| < ||a||||b]] for alla
a,b € B. Som bekant kan man precis som for ringar definiera ideal for en algebra,
och alltsa d&ven maximalideal. Spektrumet S for en Banach-algebra B dr méngden
av alla maximalideal pa B.

Det intressanta resultatet man kan visa med Tychonoffs sats ér att spektrumet S
ar kompakt nir B ar en kommutativ Banach-algebra. For att gora detta utnyttjar
man det forra resultatet ovan, att enhetsbollen i dualen B’ dr kompakt i svag*-
topologin. Man kan sedan visa att S &r ett slutet delrum till denna enhetsboll,
vilket medfor att S dr kompakt.

For att visa att S dr ett delrum till enhetsbollen i dualrummet utnyttjar man det
faktum att det finns en bijektion mellan S och méngden H av homomorfier B — C
(Gelfand-Mazurs sats). Man kan alltsa betrakta H istéllet fér S, och eftersom varje
homomorfi ar en linjar funktional pa B med norm 1 &r det klart att H &r en
delméingd till enhetsbollen i B’.

Man maste ocksa visa att H #r ett delrum under svag*-topologin, och att H dr
sluten, men detta ar for avancerat for att i detalj tas upp hér. Det som behovs ar
en sats av Gelfand-Neumark.

3.3. Stone-Cechs kompaktifiering. Om X ir ett topologiskt rum s& &r rummet
C(X) av begrinsade kontinuerliga funktioner pa X en Banach-algebra, och enligt
resultatet ovan (som behover Tychonoffs sats) dr da spektrumet S till C'(X) kom-
pakt. Det finns en kanonisk avbildning ¢ : X — S, dér x avbildas pa sin annihilator,
ay ={f € C(X) | f(x) = 0}. Det &r uppenbart att a, &r ett maximalideal, sa att
a; € 8.

Om nu X dr komplett regelbunden (se definition 9.5 i [Bre93]), sa kan man visa
att ¢ dr en homeomorfi, alltsa X = ¢(X), och vidare dr ¢(X) tét i S. Man kan
alltsa se X som ett titt delrum till S, sa X &r tét i ett kompakt rum, &ven om X
sjalv inte dr kompakt, vilket kan anses lite uppseendevickande.

Spektrumet S av C(X) kallas just Stone-Cechs kompaktifiering av X, och det
har en del trevliga egenskaper. Exempelvis giller att varje kontinuerlig funktion
fran X till ett Hausdorff-rum kan utvidgas till hela S.

4. BEVIS

Hér redovisas nu ett bevis for sats 1, utgaende endast fran grundliggande defi-
nitioner i allmén topologi. Bevisforingen kommer till stérsta delen folja [Jdn84] och
anvinda filter. Ett alternativ finns i [Bre93|, som istéllet &r formulerat i termer av
ndt, ett besliktat begrepp.

4.1. Zorns lemma. Detta vilkénda resultat kommer att beh6vas, och for att ty-
dliggora hur Tychonoffs sats beror av valbarhetsaxiomet inkluderas beviset.

Definition 1. Om M &r en méngd, sa ar en partiell ordning < pa M en relation
som uppfyller

(1) (reflexitivitet) For varje x € M giller x < x.

(2) (antisymmetri) Om z <y ochy <z saxz=y.
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(3) (transitivitet) Om z <y och y < zsa z < z.
Vidare kallas (M, <) en partiellt ordnad mdingd.

Definition 2. Lat (M, <) vara en partiellt ordnad mingd. Da d&r m € M ett
mazimalt element om m < x medfor x = m for varje x € M.

Definition 3. Lat (M, <) vara en partiellt ordnad méngd och lat N C M. Da dr
m € N ett minsta element i N om m < z for varje x € N, och detta skrivs da
m = min N.

Definition 4. Lat (M, <) vara en partiellt ordnad méingd. En kedja K i M &r en
delméngd K C M sadan att for varje z,y € K sa géller x < y eller y < x.

Definition 5. Lat (M, <) vara en partiellt ordnad méngd och lat K vara en kedja
i M. Da siigs K vara vdilordnad om det i varje ) # L C K finns ett minsta element.

Definition 6. Lat (M, <) vara en partiellt ordnad méngd och lat K vara en kedja
i M. Da siigs K vara begrinsad om det finns m € M sa att k < m for varje k € K.

Definition 7. Lat (M, <) vara en partiellt ordnad méngd och lat K vara en kedja
i M. Givet x € K kallas K, = {k € K | k <,k # z} for x-prefivet i K.

Lemma 1 (Zorns lemma). Lat (M, <) vara en partiellt ordnad mdingd, och antag
att varje kedja K C M dr begrinsad. Da har (M, <) ett mazimalt element.

Bevis. Antag att (M, <) inte har ett maximalt element, sa att det till varje z € M
finns y # x sa att © < y. Lat K vara familjen av kedjor i M, och givet K € K,
definiera
Mg ={zeM|z<kVkecK}

Eftersom alla kedjor dr begrinsade #r My # () for varje K € K, och eftersom M
inte har ett maximalt element finns m € Mg sa att m ¢ K. Enligt axiom 1 finns
nu en funktion f: K — (e Mk sd att f(K) € Mg for varje L € K, och det kan
alltsa utan vidare antas att f(K) ¢ K.

Lat nu S vara familjen av kedjor K i M som uppfyller dels att K ér vdlordnad
och dels att om K, ar x-prefixet i K sa giller x = f(K,). Nu géller tva saker:

(1) Om K,L € S och K # L sa géller L = K, for nagot € K eller K = L,
for nagot y € L.
(2) S2U=Uges K

Till att borja med att visas (1). Tag K, L € S sa att K # L och antag att L # K,
for varje x € K. Nu kan det antingen gélla L C K eller K C L. Om L C K sa giiller
K\ L # (), och eftersom K #r vilordnad finns ett minsta element = min K \ L.
Detta ger ocksa K, C L, men enligt antagandet #r L # K, sa L\ K, # 0 och
eftersom L dr vilordnad finns ett minsta element y = min L \ K,. Som ovan ger
detta L, C K, ochy € L\ K, medfsr y € Lochy ¢ K,. Men L C Ksay € K,
men y ¢ K, sa x <y. For varje a € K, giiller nu dels a € L eftersom K, C L, och
dven a < x < ysamt a # z. Om a =y sa fas y < a < z och dirmed y = x € L,
vilket motséiger definitionen av x. Alltsa géller a # y och dérmed a € L,, sa att
K, = L. Detta ger v = f(K,) = f(L,) = y vilket aterigen motséger definitionen
av r, sa L C K maste vara falskt.

D& giller istéllet K C L, och alltsd L \ K # (. Lat dérfor 2 = min L \ K,
vilket som ovan ger L, C K. For att &éven visa K C L., sa antag motsatsen, alltsa
K\L,#0ochlat k=min K\ L,, sa att K C L,. Som ovan giller nu k € L da
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K C L och diarmed k < z. For varje a € L, fas som ovan a < z < k och a # z,
och precis som ovan ger detta k = z € L vilket motséger definitionen av k. Alltsa
maste K \ L, = 0 och ddrmed K = L, vilket bevisar (1).

For att visa (2) kan man notera att U uppenbarligen dr en kedja, s& om A C U
sa A C Uy for nagot k € U da varje kedja ér begransad. Men Uy = K}, for nagot
K C U och alltsa U, = L C U enligt (1). Eftersom L &dr vilordnad har da A ett
minsta element, och alltsa &r U vélordnad. Vidare géller f(Uy) = f(Kj) = k sa
U € S, vilket bevisar (2).

Nu giller forstas att U U {f(U)} &r en kedja och uppfyller villkoren for S, sa
att UU{f(U)} C U vilket motsiger att f(U) ¢ U. Dirmed maste (M, <) ha ett
maximalt element. (I

4.2. Filter. For att visa Tychonoffs sats skall filter utnyttjas. Motivationen bakom
detta begrepp kommer inte att redogoras for, utan hir kommer endast definitionen
och de resultat som behovs att redovisas.

I detta avsnitt behandlas allménna filter pa méngder.

Definition 8. Ett filter pa en méngd X &r en familj F av delméngder till X som
uppfyller

(1) Om F,Fhb e Fsa FiNFy, € F.

(2) Om Fe Foch FCGsaGeF.

(3) 0 ¢ F.

Definition 9. Lat {F} vara méngden av filter pA X. Maximala element i ({F}, C)
kallas ultrafilter.

Proposition 1. Om F ar ett filter pa X sa F CU diar U dr ett ultrafilter pa X .

Bevis. Lat § vara méingden av filter pa X sa att F C F' for varje ' € §. Da
ar (§,C) en partiellt ordnad méngd, och varje kedja dr begrinsad, ty betrakta
Px ={A C X | A # 0}. Uppenbarligen giller Px € §, och eftersom G C Py for
varje G € § sa ar detta speciellt en begrinsning av varje kedja. Lemma 1 ger da att
(F, ©) har ett maximalt element M.

Nu géller att M &r ett ultrafilter, eftersom M &ven &r ett maximalt element i
({G}, Q) déar {G} &r alla filter pa X. Om sa inte vore fallet skulle det finnas ett
maximalt element M’ (eftersom varje kedja i ({G}, C) ocksa &r begrinsad av Px)
sa att M C M’, men da giller att F € M’ sa att M’ € § och da maste M’ = M
da M &r maximalt i (§, Q). O

Proposition 2. Om U dr ett ultrafilter pa X och A C X, sa gdller att A € U eller
X\ AU, men inte bada.

Bevis. Antag att bade A och X \ A ligger i Y. Da maste AN (X \A) =0 €U,
vilket ej ar fallet i ett filter.

Vidare giller att AN F # () for varje F € U eller (X \ A) N F # @ for varje
F € U. Om detta inte gillde skulle det finnas FF € U och G € U s& att ANF = ()
och (X \ A)NG =0, men da giller FNG =0 € U vilket ej dr fallet i ett filter.

Antag dirfor att AN F # ( for varje F € U och definiera

F={YCX|YDANF, FecU}

Nu géller att F &r ett filter pa X. Vi har att ) ¢ F da ANF # () {or varje F € U
enligt ovan. Vidare giller att om Y € F och Y O AN F for nagot F' € U sa
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giller forstas Y/ € F for varje Y/ D Y, ty d&ven Y/ D AN F. For att visa det
sista filtervillkoret, tag Y7,Ys € F sa att Y7 O AN F} och Yo D AN Fy for nagra
Fy, Fy € U. Da giller att

VinYa D (ANF)N(ANF)=AN(FiNE)=ANF;

dar F3 € U eftersom det ar ett filter. Detta visar att Y1 NYs € F och alltsa ar dven
F ett filter.

Speciellt giller nu A O AN F for varje F' € U, sa att A € F. Men eftersom U &r
ett ultrafilter sa géiller F CU,sa A € U.

Om istéillet (X\A)NE # () for varje F € U f6ljer pa samma siitt att X\A e Y. O

4.3. Tychonoff. Nu kommer de specifika resultat fran filterteorin som hénger ihop
med topologiska rum att gas igenom, for att till slut utmynna i ett bevis av Ty-
chonoffs sats.

Definition 10. Ett filter F pa ett topologiskt rum X ségs konvergera mot a € X
om varje omgivning till a ligger i F.

Definition 11. Om {X,}ser ér en familj av topologiska rum, si definieras pro-
jektionen
T H X5 — X,
Bgel
sa att mo ({28} ser) = zo for varje a € I.

Foljande resultat #r precis proposition 8.1 i kapitel 1 i [Bre93], och ges utan
bevis.

Proposition 3. Om {X,}acr dr en familj av topologiska rum, sa dr w, kontin-
uerlig for varje a € I.

Aven foljande resultat #r vilkint, se sats 7.6 i kapitel 1 i [Bre93], och ges utan
bevis.

Proposition 4. Om X dr ett kompakt topologiskt rum och f: X — Y dar kontin-
uerlig sa dr f(X) kompakt.

Foljande lemma &r centralt i bevisforingen. Det &r héir den speciella definitionen
av produkttopologin utnyttjas for att kunna ta steget fran dndliga till godtyckliga
produkter.

Lemma 2. Lat {X,}acr vara en familj av topologiska rum, och lat F wvara ett
filter pd [, e; Xo- Da konvergerar F mot (o )aer om mo(F) = {ma(F) | F € F}
konvergerar mot x, for varje o € I.

Bevis. Tag en omgivning (Uy)acr till (x4)aecr. Per definition av produkttopologin
giller att en bas for denna &r méngder pa formen (Bg)ger dér Bg &r 6ppen i Xp
och hogst andligt manga Bg # Xg. Av detta foljer

(Ua)aEI = (UﬁBg)ael

och det finns en dndlig uppsittning {o;}7, sé att Uy, # X,, for 1 < i < n och
Uy =Xq om o ¢ {o;}0 .

For 1 < i < n géller mo,((Ug)ger) = Ua; # Xa, som &r en omgivning till z,,,
och dédrmed géller U,, € my, (F). Det finns alltsa F,,, € F sa att mq,(Fa,) = U,

i
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Lat nu F = (I_, F,,, och eftersom F &r ett filter géller F € F, da F,, € F
for 1 <14 < n. Vidare géller F' C (Uy)acr, eftersom 7y, (F) C 7o, (Fu,) = Us, =
Ta, (Ug)ger) for 1 < i < n och givetvis dven 7, (F) C Xo = mo((Ug)ger) da
a ¢ {a;} . Men eftersom F #r ett filter och F' € F géller da dven (Uy)aer € F

s att F konvergerar mot (24 )aer- O

Lemma 3. Om X dr ett topologiskt rum sa gdller att varje ultrafilter pa X kon-
vergerar om och endast om X dr kompakt.

Bevis. Antag forst att varje ultrafilter konvergerar pa X och antag att det finns en
oppen téckning {Us}aer av X som inte har nagon dndlig deltéickning. For varje
dndlig uppséttning {a;}, C I giller da att X \ (Un, UUqn, U --- U U,,) # 0.
Definiera

F={YCX|YD2DX\(Uy UUy U---UU,,), {a;}}q C T}

Uppenbarligen giller fran konstruktionen att § ¢ F. Om YV € F si att ¥ D
X\ (Upy UUq, U---UU,,) for nagon dndlig uppsittning {a;}7; C I, sa giller
forstas ocksa Y/ D X\ (Uy, UU,, U---UU,,) for varje Y’ D Y, och alltsa géller
Y'eF.

Tag nu Y1,Ys € F, dir Y1 DO X \ (Uy, UUqy, U---UU,,) for nagon dndlig
uppséttning {a;}7; € I och Yy O X \ (Ug, UUg, U---UUg,) for nagon dndlig
uppséttning {5;}7, C I. Da giller

YiNYe DX\ (Uy, U---UU,, UUg, U---UUg,)

och alltsa Y1 NY, € F. Darmed ar F ett filter pa X, och enligt proposition 1 finns
ett ultrafilter U pa X sa att F C U. Enligt vart antagande konvergerar U/ mot
nagot a € X och da finns « € I sa att a € U, eftersom det &r en tickning.

Eftersom U konvergerar mot a maste U, € U, eftersom det &r en omgivning till
a. Men per definition av F giller att X \ U, € F C U, sa att bade U, € U och
X \ Uy €U, vilket dr omojligt enligt proposition 2.

Antag omvint att X ar kompakt och lat U vara ett ultrafilter pa X. Antag att
U inte konvergerar, sa att for varje € X finns en omgivning O, ¢ U. Da géller att
{O+}zex &r en 6ppen tidckning av X och eftersom X &r kompakt finns en dndlig
deltéckning {O, } ;. Men eftersom O,, ¢ U sa maste X \ O,, € U for 1 <i <mn,
enligt proposition 2, och eftersom U #r ett filter géller da dven ()_; X \ O, € U.

Fran DeMorgans lagar foljer att eftersom X = [J;_, O,, sa giller

®=X\Oo$i=ﬁX\ozi
=1

i=1

vilket ger en motsigelse da () ¢ U- (]
Till slut kan nu Tychonoffs sats bevisas.

Bevis av sats 1. Antag att Y = [],.; Xo dr kompakt. Enligt proposition 3 &r m,
ar kontinerlig for varje o € I, och eftersom 7, och &dr surjektiv sa ger proposition
4 att X, ar kompakt.

Omvint, antag att X, ar kompakt for varje o € I, och lat U vara ett ultrafilter pa
Y. Da ér o (U) ett ultrafilter pa X, for varje o € I, och enligt lemma 3 konvergerar
o) mot z, € X, eftersom X, &r kompakt. Enligt lemma 2 konvergerar da U
mot {Zn}aecr € Y. Didrmed konvergerar varje ultrafilter pa Y, och lemma 3 ger da
att Y ar kompakt. (I
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